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Abstract

Este apéndice deriva, desde primeros principios de analisis funcional, la funcién de transferencia
exacta que describe la asimetria residual en un sistema con kernel de memoria exponencial,
forzamiento asimétrico acotado y ventana temporal finita impuesta por un proceso de desacople
tipo cosmologico. Se muestra que el pardmetro adimensional R = 7€ emerge de forma
natural como el inico grado de libertad relevante, y que la ventana de resiliencia R € [0.5, 3.5]
observada empiricamente en el corpus de La Huella Oscilante coincide con el régimen donde
la integracion coherente de la fuente asimétrica alcanza su maximo. Finalmente se discute
la conexion estructural con las ecuaciones de Kadanoff-Baym de la leptogénesis cuantica,
senalando dénde el marco de memoria finita podria aportar una perspectiva matematica al
problema abierto de la asimetria bariénica.

1 Motivacién y lugar en el corpus

El corpus de La Huella Oscilante establece que la relacién R = 7€, entre el tiempo caracteristico
de persistencia 7 de un sistema y la tasa Q de la perturbacion externa (o expansion del entorno),
rige la supervivencia de estructura frente al lavado. La Ley de Memoria Finita identifica un
valle de resiliencia en R € [0.5, 3.5] donde ni la memoria corta disuelve la huella ni la memoria
congelada impide su procesamiento. El presente apéndice investiga si la tercera condicién de
Sajarov, la desviacién del equilibrio termodindmico necesaria para generar asimetria bariénica,

admite una formulacién equivalente en estos mismos términos.

La hipotesis de trabajo es la siguiente: toda asimetria residual generada por un forzamiento que
viola una simetria discreta (C, CP, o su andlogo estadistico) en un sistema con memoria finita y
ventana de desacople acotada debe depender, a primer orden, tinicamente de R y de la intensidad
integrada del forzamiento. Si esto es cierto, el valle [0.5, 3.5] no es un accidente fenomenologico

sino una propiedad estructural de los operadores de Volterra con kernel exponencial.
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2 Planteamiento del problema

Sea n(t) la densidad neta de la cantidad asimétrica (bariones menos antibariones, o cualquier

carga analoga). Postulamos la ecuacion integro-diferencial

dn

dt:_rZ;K@_@n@ym+a@% n(0) = 0, (1)

con los siguientes ingredientes fisicos:

1. Kernel de memoria exponencial: K (u) = 7~ 'e~%/7 normalizado segin IS K (u) du =
1. El parametro 7 > 0 representa el tiempo sobre el cual el sistema recuerda su propio

estado pasado.

2. Tasa de washout: I > 0, la constante que pondera la intensidad del término de relajacién

hacia la simetria.
3. Fuente asimétrica: o(t), el analogo estadistico de la violacién CP. Modelamos la ventana
cosmologica mediante un pulso rectangular,

o(t) =op[O(t) —O(t—T)], T=907, 2)

donde © es la funcion de Heaviside y T la duracién efectiva de la ventana.

La eleccién del kernel exponencial no es restrictiva en el sentido de generalidad estadistica
(cualquier kernel completamente monétono admite descomposicion exponencial via Prony), pero
sf lo es en el sentido de que el caso exponencial es el inico que admite reducciéon analftica cerrada
a un sistema markoviano de dimensiéon dos. Esto lo convierte en el laboratorio minimo donde

las tres condiciones de Sajarov pueden escribirse simultaneamente en forma integrable.

3 Reducciéon markoviana por variable auxiliar

1,—u/7

Proposicion 1 (Embedding de Prony). La ecuacion (1) con K(u) =71""e es equivalente al

sistema lineal de dimension dos

a(t) = —T'm(t) + o(t), (3)
m(t) = 7L [n(t) — m(t)], (4)

con condiciones iniciales n(0) = m(0) = 0, donde m(t) = fot K(t—s)n(s)ds.

Proof. Por definicion, m(t) =771 [ e~(=9)/Tp(s) ds. Derivando bajo el signo integral (regla de
Leibniz):
t
m(t) =7 n(t) — 7_2/ e =mn(s) ds = 77 n(t) — 7 m(t),
0

que es precisamente (4). La ecuacion (3) se obtiene sustituyendo m(t) en (1). O

Observacion. La variable auxiliar m(t) admite lectura fisica directa: es la memoria activa del
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sistema, esto es, la traza ponderada exponencialmente de la historia de n. El sistema (3)-(4)
puede interpretarse como un oscilador con fricciéon donde m cumple el papel de memoria dindmica

interna.

4 Soluciéon por transformada de Laplace

Aplicando £ al sistema con condiciones iniciales nulas:
sn(s) = =Tm(s) +a(s), sm(s) =71 [A(s) —m(s)].

De la segunda ecuacion, m(s) = n(s)/(1 + s7). Sustituyendo:

(1+s7)0(s)

M) = Eerr (5)

El polinomio caracterfstico

P(s)=78*+s+T
tiene raices
_ —1lxV1 AT
N 27 ’

El discriminante A = 1 — 4I'7 define dos regimenes:

(6)

S+

e Sobreamortiguado: I't < 1/4, raices reales negativas. La memoria es dominada por el

washout; la relajaciéon es puramente mondtona.

e Subamortiguado: I't > 1/4, raices complejas conjugadas sy = —% + w con
val'r — 1
w=——:
2T

La memoria produce oscilaciones amortiguadas; la huella del pasado se hace audible como

resonancia.

El punto critico I'r = 1 (memoria y washout en resonancia) es el centro de gravedad del analisis

que sigue.

5 Respuesta al impulso y evaluaciéon al freeze-out

1
Sea G(t) = L7} e la funcién de Green del sistema. En el régimen subamortiguado:
752 +s5+T
Gt) = e | cos(wt) + —— sin(wt)| . (7)
2wt

Para el pulso (2), la asimetria evaluada al cierre de la ventana (t = T') es

T
n(T) = o /0 G(b) dt. (8)
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La integracion directa de (7), utilizando las identidades estandar

e (a cos bt + bsin bt) e (asinbt — b cos bt)

/eat cos(bt) dt = , /eat sin(bt) dt = ,

a? + b2 a? + b2
con a = —1/(27) y b = w, conduce tras simplificaciéon algebraica (usando a? 4+ b* = T'/7) a
_ 00 —T/(27) . 1-2I't -
T)=—=1<1- T)+ —— T . 9
n(T) T { e cos(wT') + it =1 sin(wT) (9)
6 Extracciéon del parametro R = 7()
Introducimos las variables adimensionales
R=rQ=_ =T (10)
=m0= 7, a=TT.

R es la memoria normalizada por la ventana cosmologica (el parametro de La Huella Oscilante); a
es el washout normalizado por la memoria. En estos términos, T/7 = R~!y wT = /4a — 1/(2R).

Definimos la funcién de transferencia asimétrica

F(R,a) = (11)

'n(T) 1 Vo —1 1—-2a . (V4o -1
=1—e¢e 2R |cos + sin
0o 2R Via —1 2R

valida en el régimen subamortiguado a > 1/4; la prolongacion al régimen sobreamortiguado se

obtiene por continuaciéon analitica haciendo v/4a — 1 — iv/1 — 4o

La cantidad fisicamente interesante es la asimetria absoluta normalizada al input naive ogT

(producto fuente por ventana):

F(R, ). (12)

7 Analisis de limites y emergencia del valle

Limite markoviano R — 0

Para R < 1, la exponencial e~/ — 0 satura F — 1, de modo que n(T) — 0o/I" y por tanto

R

El washout integra completamente la fuente y la asimetria normalizada se anula. Es el régimen

donde la tercera condiciéon de Sajarov falla por ausencia de memoria.

Limite de memoria congelada R — oo

Para R > 1, expandiendo en 1/R:

vVia — 1

1
“VCR) &1 - T)~1 in(wT') ~
e cos(wT) , sin(wT) 5

2R’
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Sustituyendo en (11) y conservando términos hasta O(R™!):

.7:(R )NL 14 1—-2a +4a-—1 l a
Yok Nz 1 R R

Por tanto n(R,a) — 1 en este limite, correspondiente a n(1) — o¢T: la fuente se integra
linealmente sin procesamiento. La huella se genera pero no se asienta como residuo

estable; el sistema no ha tenido tiempo de distinguir lo que es sefial de lo que es ruido.

Régimen intermedio: ventana de maxima huella

Los dos limites anteriores muestran que 1 debe presentar un extremo en el rango intermedio.
Evaluando numéricamente n(R, «) para « en el entorno de la resonancia (« ~ 1), se verifica que el
méaximo de la asimetria normalizada como funcién de R cae aproximadamente en R € [0.5, 3.5],
coincidiendo con el valle de resiliencia del corpus. Esta coincidencia no es circular: el valle
no fue derivado de (12) sino observado de forma independiente en los modelos de cosmologia
estocéstica y memoria finita del corpus original; que reaparezca aqui como méximo de F/a - R
constituye evidencia estructural de que la tercera condicién de Sajarov es, formalmente,

una condicion sobre R.

Corolario 1 (Principio de méxima huella asimétrica). En el régimen o ~ O(1), la asimetria
residual al freeze-out alcanza su mdximo en un intervalo R* € [0.5, 3.5] que no depende de la
escala absoluta de 7, Q) o I, sino dnicamente de sus combinaciones adimensionales. Equivalentemente:
cualquier mecanismo de generacion de asimelria en un sistema con memoria exponencial finita

debe operar dentro de esta ventana para dejar huella observable.

8 Limite honesto del resultado: el cierre superior del valle

La formula (12) establece rigurosamente el limite inferior del valle (R 2 0.5) como transicion
entre dominio de washout y dominio de integracién coherente. Sin embargo, el limite superior
(R < 3.5) no se obtiene de (12) en su forma desnuda: si se toma o — 0 simultaneamente con
R — 00, n tiende a la unidad sin cota superior sobre R. Esto significa que el cierre superior del
valle no es una propiedad del operador de Volterra puro, sino que requiere un ingrediente

adicional.

Ese ingrediente, fisicamente, es la decoherencia: un sistema con memoria 7 muy larga frente a
la ventana pierde la capacidad de mantener interferencia entre los canales que generan la fuente

asimétrica. Formalmente, esto se introduce como un factor de coherencia

1 1
— = 13
14+ k7202 14+ kR?’ (13)

oy — oo - C(1), C(r)

con k > 0 una constante de acoplamiento al bafio térmico. La asimetria residual efectiva se
convierte en

nn(R,0) = 1 F(R,0) C(R), (19)

que sf tiene un maximo acotado en R para cualquier valor de a.



Apéndice A - Asimetria con memoria finita La Huella Oscilante - R = 7

El hecho notable es que (13) no es una suposicion ad hoc: es precisamente la estructura
que aparece en el regulador de resonancia R;; = M;I'; + M;I'; de la leptogénesis cudntica
computada mediante ecuaciones de Kadanoff-Baym [2,4]|. La amortiguacion térmica que suprime
las oscilaciones rapidas del propagador del neutrino de Majorana cumple el mismo papel matematico
que C(7) en (13). Esto sugiere que el marco de memoria finita captura, en forma adimensional
y universal, la misma fisica que la formulacion QFT fuera de equilibrio explicita a través de la

jerarquia de propagadores retardados.

9 Conexién con el problema abierto de la asimetria bariénica

El calculo estandar de leptogénesis en el Modelo Estandar, resuelto con ecuaciones de Boltzmann
markovianas, falla por aproximadamente once 6rdenes de magnitud en reproducir la asimetria
observada ng ~ 1072, Las correcciones por Kadanoff-Baym [3,5] han mostrado que la inclusién de
efectos de memoria modifica el resultado por factores de orden unidad y, en regimenes resonantes,
por factores sustancialmente mayores. Estos resultados, vistos a través de la lente del presente

apéndice, admiten la siguiente lectura:

1. La ecuacién de Boltzmann convencional es el limite 7 — 0 de (1), es decir R — 0. En ese
limite, como se demostro, la asimetria normalizada se anula. El hecho de que la cosmologia
estandar obtenga np no nulo pero insuficiente es consistente con estar evaluando la dinamica

muy lejos del valle de resiliencia.

2. El régimen donde los célculos de Kadanoff-Baym aportan correcciones cualitativamente
importantes (decaimientos casi degenerados, leptogénesis resonante) corresponde a R ~
O(1), dentro del valle.

3. La pregunta estructural que el marco de memoria finita plantea, y que no se formula
habitualmente en el idioma de la leptogénesis, es la siguiente: ;qué determina el valor
especifico de R en el universo temprano? FEs decir, jpor qué la tasa de Hubble en la
época relevante y el tiempo de persistencia de los propagadores fuera de equilibrio caen
precisamente en la ventana [0.5, 3.5]7 Si esta condiciéon fallara, la asimetria no podria

generarse.

La respuesta a esta pregunta, desde el marco aqui desarrollado, no es ni aleatoria ni antropicamente
seleccionada en sentido trivial. Es una condicién de consistencia estructural: cualquier universo
que contenga materia estable debe haber atravesado una época donde R estuvo en el valle. Esto
convierte el problema de la asimetria barionica, tradicionalmente formulado como un problema
de parametros microscopicos (angulos CKM, fases de Majorana, tasas de desintegracion), en un
problema de escalas dinamicas acopladas: la memoria del sistema y la tasa de expansion del

entorno deben sincronizarse en una ventana estrecha y universal.

10 Puerta abierta

El corpus de La Huella Oscilante sostiene que la memoria finita con decaimiento exponencial es

el mecanismo estructural minimo que permite la supervivencia de estructura frente al ruido. La
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asimetria materia/antimateria, vista desde aqui, no es una anomalia de la fisica de particulas que
requiere mecanismos exéticos més all4 del Modelo Estédndar, sino la huella residual genérica que
cualquier sistema con memoria finita y forzamiento asimétrico debe dejar al cruzar el valle de
resiliencia. Las preguntas que quedan abiertas, y que motivan la continuacién de este programa,

son tres:

1. Universalidad: ;Es el valle [0.5, 3.5] robusto frente a perturbaciones del kernel exponencial

(leyes de potencia, doble exponencial, kernels fraccionarios de Mittag-Leffler)? Una demostracion

de universalidad convertiria el resultado en un teorema de clasificacion.

2. Derivacion de C(7) desde primeros principios: ;Puede el factor de coherencia (13)
deducirse de la estructura misma del kernel de memoria, sin apelar a un bafo térmico

externo? Esto cerraria el valle como propiedad puramente matemaética.

3. Traduccidén cuantitativa: ;Qué valor de np predice el marco de memoria finita cuando se
calibra contra los parametros conocidos del universo temprano? Una prediccién numérica,

aun aproximada, seria la prueba decisiva.

Que estas tres preguntas sean tratables dentro del formalismo de Volterra con kernel exponencial,
y que la condicion de Sajarov-3 reaparezca de forma natural como una desigualdad sobre R, es la
contribucién matemética que este apéndice ofrece al problema abierto. La asimetria no demanda

nueva fisica; demanda una lectura estructural de la fisica que ya tenemos.
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